. — —
L 4 d — ‘l
‘} _l.r J -
- 0 Anné universitaire 2018-2019
Session d’Automne 2018

Université IBN TOFAIL

Ecole Nationale
Des
Sciences appliquées

Cycle préparatoire
Semestre 3
Cours de Calcul différentiel

Fiche 4:
Limte et continuité

Pr. Ch. Bensouda



Chapter 1 Limute et continuité:

1.1 Notion de limite:

Définition:
Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans RY
et soit a € U.
- On dit que le champ f tend vers une limite | € R? quand la variable x tend,
par valeurs différentes, vers a et on note
lim f(z) = lim f =1

r—a r—a

st pour tout € > 0; 1l existe n > 0 tel que
0<|z— a||p < nalors || f(x) — l||q < e.

Proposition 1 (fondamentale):
Soient

f=(f1, fo, ---»fq)

un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans R? et soit
acU.
Alors; le champ de vecteur f admet une limite

= (ll,lg, ...,lq) S Rq

si, et seulement si, pour tout k = 1,2, ...,q le champ scalaire composant f}, admet

I, € R pour limite en une limite a € U.
On écrit alors

i{r}l (.fl? .f2a ceey .fq) = (l17l27 "'alq)
£

s, et seulement si, pour tout k =1,2,...,q on a

lim fy(z) =1l ; k=1,2,....q.

r—a

Proposition 2:

Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP & valeurs dans R?
et soit a € U.

Alors; le champ f admet une limite | € R en a € U, si, et seulement si, pour
toute suite (uy), qui converge vers a € U, la suite image (f (uy)), converge vers
[ € RY.

n

1.1.1 Propriétés des limites:

Les mémes propriétés que pour les fonctions réelles d’une variable réelle sont
obtenues pour les fonctions vectorielles de variables vectorielles.
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1.1.1.1 Unicité:

Proposition:

Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans RY
et soit a € U.

Alors; la limite du champ f en a € U, quand elle existe, est unique.

De plus cette limite est la méme quand la variable x tend vers a suivant n’im-
porte lequel des chemin dans U.

Conséquence:

Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP ¢ valeurs dans R?
et soit a € U.

- Si suwant deur chemins différents dans U le champ f admet deuz limites
différentes alors ce dernier n’a pas de limite en a.

1.1.1.2 Linéarité:

Proposition:
Soient f et g deux champs de vecteurs définis sur un ouvert U de RP a valeurs
dans RY, et soit a, € R et a € U. Si

(limf) =l eR%et (limg) =1 eR?
»: /

Alors nécessairement on a
<lim (af + ﬁg)) = (ad + Ol') € R
#

1.1.1.3 Produit et quotient:

Proposition:
Soient f un champ vectoriel a valeurs dans R? et ¢ un champ scalaire, tous
les deux définis sur un ouvert U de RP.

(limf) =leR%et (limgp) = elR
# #

alors nécessairement on a

(iig; (. f)) = (\l) €RY.

(lim gp) =XeR"
.'E;?a

(é) est défini autour de a € U

- De méme si

alors le champ de vecteur
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et on a nécessairement

1.1.1.4 Composés:

Proposition:
Sotent f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans
R? et g un champ de vecteurs défini sur un ouwvert V de R? & valeurs dans R? de

sorte que
fu)ycv

Alors le champ de vecteur composé (g o f) est défini sur l'ouvert U de RP & valeurs
dans R? et on a

(go f) (@) =g(f(z) eR; z €U
_ Si

acU etbe f(U),

(lim f) =bet (limg) =1
z;a w:b

alors nécessairement le champ composé (g o f) admet une limite en a € U et on

et on a

a
(lim (go f)) =1l
.'E;?(l
Exemples:
1- Considérons le champ de vecteurs f donné par
f(zy,2) = (u(z,y,2),v(2,y,2) 0 (2,y,2))
avec

z2+y2+z2)

In
u(z,y,z) = ( e )cos (xyz)

(1
o= (5]
<x,y, 2) = (£4) (1 +9%2)

dont le domaine de définition est

Dy =R3\ ({(0,0,0)} U{(2,0,2) /z,z € R}U {<\/§y z) y,z € R}) .

On remarque que o
D; =R3\A =R
-On a

lim x,y,2) = (1,1,0).
el (032) = (110
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-On a

-On a

lim  f(z,y,2) = (

z,y,z)—(—1,0,1
(zy )7&( )

2- Soit le champ scalaire
R? — R
(z,y) — [f(z,9)

donné par

waw=<“”§>eRmaw#mﬁ»

22 + yi
On a
(0,0) € R?\ {(0,0)} = R*.

- Suivant le chemin

le champ scalaire devient

et on a

- Suivant le chemin

le champ scalaire devient

et on a )
i 3y — [ =
lim g(z, 2°) = ( 5 )
4
Ainsi, le champ scalaire g n’admet pas de limite en (0, 0).
3- Soit le champ scalaire

h : R*—R
) he) = ()




dont le domaine de définition est
Dy, =R\ {(z,y) eR* Jy =2} .
- Pour tout ¢ € R* on a

lim h(z,y) = to0.

(fc,y):(avaz)
Ainsi; le champ scalaire h n’a pas de limite en tout point de la forme
(a,a2) eR?; a#0.
- Pour a = 0 et suivant le chemin donné par
y=a2%— Az’ o \#O0;
on a 1 ]
. 2 5 : 3
iliI(l)h(ZL",l’ — Az ) :X:}cllr(l)(l_A$ ) =
# #
Il s’en suit que la fonction h n’a pas de limite en (0, 0).
4- Soit le champ scalaire
E : R*—R
) 1
(w) — Kleg) = (ot p)sin ()
Ty
dont le domaine de définition est

Dy, ={(z,y) eR* / zy £ 0} .
- Pour tout @ € R* on a

k(a,y) = (a+y)sin (i> |

ay

Considérons la suite (y,,),donnée par

2
n=\———""——1; N.
Y ((2n+1)a7r> ne

On a )
=0
n ((2n+1)a7r)
et on a
Fag) = (a+gya)sin(—
a,Yn) = AT Yn)S n
2
= (-1)" = ).
( )(a+(2n+1)aﬂ)
Ainsi

(lim k (a, yn)) n’existe pas

et il s’en suit que

lim k(x, n’existe pas.
<(fv7y):(a70) ( y)> P
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1.2 Notion de continuité:
1.2.1 Deéfinitions et exemples:

Définitions:

Sotent f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans
R?etaclU.

- On dit que le champ f est continu en a si f(a) eziste (a € Dy et f(a) € R?)
et si pour tout € > 0; 1l existe n > 0 tel que

e~ all, < n alors () - f ()], <&

On a alors

(1im f(@)) = f(a).

r—a

- Un champ f est dit continu sur une partie
AcCcUCR?

s’il est continu en tout point de A.

Définitions:

- Un champ de vecteurs f défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans R? est
dit unifomement continu si pour tout € > 0; il existe n > 0 tel que si

[z = yll, < mnalors [|f(z) = f(y)ll, <e

- Un champ de vecteurs f défini sur un ouvert U de RP & valeurs dans R? est
dit lipshitzien de rapport k > 0 si

1f(2) = fFWlly <kl —yll, ;s 2y el

Remarques:

- Tout champ uniformement continu est nécessairement continu.
- Tout champ Lipshitzien est uniformement continu.
Proposition 1 (fondamentale):

Soient
f=(f1, fo ---7fq)

un champ de vecteurs défini sur un ouwvert U de RP a valeurs dans R? et soit
acU.

Alors; le champ de vecteur f est continu en a € U si, et seulement si, pour
tout k=1,2,...,q le champ scalaire composant fi est continu en a € U et on a

i (f1, for o fy) = (i (). fo @) o £y (@)

Proposition 2:

Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans RY
et soit a € U.

Alors; le champ f est continu en a € U si, et seulement si, pour toute suite
(un),, qui converge vers a € U, la suite image (f (un)), converge vers f (a) € R

Proposition 3:

n
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Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans RY.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

1- Le champ f est continu.

2- L’itmage réciproque de tout ouvert de RY est ouverte.

3- L’image réciproque de tout fermé de R? est fermée.

Preuve:

1 entraine 2:

- Supposons que la fonction f soit continue.

Soit V' un ouvert de R%. Si (f~!(V))est vide alors (f~! (V) est ouvert. Sinon;
soient zg € f1 (V) et alors yo = f (z) € V. Il existe r > 0 tel que

Bq <y07 T) cV
La fonction f étant continue en zy, il existe n > 0 tel que si
[l = zoll, <nalors |[f(x) = yoll, <7

Donc
f(Bp (%0,m)) C By (yo,6) CV

ou encore
By (w0,n) C f7H(V).

Il s’en suit que f~! (V) est voisinage de chacun de ces points. Donc f~! (V) est
ouvert.

2 entraine 3:

- Supposons que 'image réciproque de tout ouvert de R? est ouverte.

Soit F' un fermé dans R?. On a

FTHRIF) =R\ f7H(F).

Il s’en suit que f~! (F) est fermé.
3 entraine 1:
- Supposons que 'image réciproque de tout fermé de RY est fermée.
Soit zg € Dy et soit € > 0. On pose

F=f" (RN\B, (f (x0) ,€)).-
F est fermé. 1l existe alors n > 0 tel que
By (w9, ) C RP\F.
Il s’ensuit alors que si
|~ oll, < n alors [|f(2) — f (o), <.

Ou encore que la fonction f est continue en z.
Exemples:
- Le champ de vecteur

(+) : (R*xRY —R?
(u,v) — (u+v)

Pr. Ch. Bensouda



est Lipshitzien donc uniformement continu et on a
I +v) = (@ 40y < (=) + [0 = ) 5 w o € R
- Le champ de vecteur

() : (RxRY) —R
Nu) — (M)

est un champ continu.
- Le champ scalaire

=1 R*—R

u —
est Lipshtzien donc uniformement continu et on a
[l = llolll < flu =] ; u,v € R
1.2.2 Propriétés de la continuité:

Les mémes propriétés que pour les fonctions réelles d’une variable réelle sont
obtenues pour les fonctions vectorielles de variables vectorielles.

1.2.2.1 Linéarité:

Proposition:
Sotent [ et g deux champs de vecteurs définis sur un ouvert U de RP a valeurs
dans R?, et soit o, B ER et a € U.
- Si les deux champs de vecteurs f et g sont continus en a € U alors le champ
de vecteurs
(af 4+ Bg) est continu en a € U

et on a

(llf% (af + 59>) = (af (a) + Bg (a)) € R™.

1.2.2.2 Produit et quotient:

Proposition:
Soient f un champ vectoriel a valeurs dans R? et o un champ scalaire, tous
deuz définis sur un ouvert U de RP.

- Si les deux champs de vecteurs ¢ et f sont continus en a € U alors le champ
de vecteurs

(p.f) est continu en a € U

et on a

(tim (0.1)) = (¢ (@) . (@) € RY.

r—a

- De méme si
<1im go) =p(a) e R

r—a

Pr. Ch. Bensoudna



alors le champ de vecteur

(é) est défini autour de a € U

et on a nécessairement

1.2.2.3 Composés:

Proposition:
Sotent f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans
R? et g un champ de vecteurs défini sur un ouwvert V de R? & valeurs dans RY de

sorte que
fu)ycv

Alors le champ de vecteur composé (g o f) est défini sur l'ouvert U de RP & valeurs
dans R? et on a

(go f) (@) =g(f(z)) eR; z €U

- Si le champ
f est contini en a € U

et si le champ
g est contini en b = f (a) € f(U)

alors le champ composé
(go f) est contini en a € U

et on a

(1im (g0 1)) = (g0 /) (a) € R

r—a

Exemple:
Considérons le champ de vecteur

f : R*—R?
(,y,2) +— [(z,9,2)
donné par

f(x,y,2) = (", log(wyz)) € R?
(z,y,2) € R

- Le champ f est continu sur son
domaine de définition

Dy ={(z,y,2) € R’ [ ayz > 0} .

Définition:
Soit (E,||—||) un espace vectoriel normé.
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- Tout champ de vecteurs

f : E—F

u — f(u)

Lipshiteien de rapport
k€]0,1]

est dit une contraction.
Théoréme:
Soit (E,||—||) un espace de Banach.
- Toute contraction admet un unique vecteur fixe

v € E tel que f (v) =v.

Proposition:

Soit f un champ scalaire défini et continu sur un ouvert U C RP.

- Pour tout compact K C U; le champ scalaire f est bornée sur K et atteint
ses bornes.

Proposition:

Soit f un champ de vecteurs défini et continu sur un ouvert U C RP a valeurs
dans RY.

Alors; pour toute partie connexe

WcUCR?
son 1mage continue
f (W) C RY est necéssairement connexe.

Définitions:
- Pour deuz vecteurs u,v € R%; on appelle chemin continu allant de v € R?
vers v € R? le graphe T’ de tout champ de vecteurs continu

: la,b] — R?
t — (1)

tel que
v (a) =uety(b) =v.

- Une partie U C R? est dite connexe par arcs si pour deuz vecteurs u,v € U,
il existe un chemin continu

I' c U c R? allantt de u € R? vers v € R%.

Proposition:
Soit U C R? un ouvert de R?.
Alors U est connexe si, et seulement si, U est connexe par arcs.
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1.2.3 Prolongement par continuité:

Définition:
Soit f un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de RP a valeurs dans RY
et soit a € U de sorte que f admette une limite en a. B
- On appelle prolongement par continuité du champ f en a € U le champ f
continu en a donné par

f(z) e R? siz € U\ {a}
flz) =

lim, ., f|] €ERIsiz=a
£

Exemple:
Considérons le champ scalaire

f o+ R*—R
(,y) — f(x,y):<$3_y3)

T —y

continu sur son domaine de définition est
Dy={(v,y) € B [z #y}.
- Par ailleurs; pour tout (z,y) € R? on a
-y =(z—y) (¥ +azy+y?).

Ainsi on a
f(zy)=2>+xy+y*; (z,y) € Dy.
Le champ scalaire
R? — R
(z,y) — g(=z,y)

donné par
g(xy) = (= +2y+y°) ; (z,y) € R?

est le prolongement continu de f & ’espace R? tout entier.
1.2.4 Applications linéaires continues:

Soient (E,||—|lz), (F,||—|lz) deux espaces vectoriels normés sur K. Rappelons
qu’une application

L (Bl-lg) — (£l
€r L(:U)
est linéaire si
L(azx+pBy) = oL(z)+BL(y)
a, € K, z,yeE.
12
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- En particulier; on a

IL(z) = LWlp = IL@=y)lp
z,y € E.
Théoréme:
Soient (E,|—l|lg), (F,||—|lp) deux espaces vectoriels normés sur K et une
application linéaire
L : (EaH_HE)—)(FaH_HF)

r — L(x)

- Les assertions suivantes sont équivalentes:
1- L’application L est continue sur E;

2- L’application L est continue a [’origine 0;
3- 1l existe C' > 0 tel que

IL (@)l < Cllzlg s © € B

4- L’application L est uniformément continue sur E.

Notations:

Soient (E, ||—|z) et (F,||—|») deux espaces vectoriels normés.

- L’espace des applications linéaires de E dans F' est noté L (E, F).

- Le sous espace des applications linéaires continues de E dans F' est noté
L.(E,F).

- Si E = F; l'espace des applications linéaires de E sur lui méme, dit espace
des endomorphismes de F, est noté

L(E):=L(E,E).

Et le sous espace des endomorphismes continus sur E est noté L. (F)
Remarque:
- Toute application linéaire entre espaces de dimension finis est continue.
On écrit:
Pour tout p,q > 1; on a

L. (KP,K9) = £ (K, K9)

Conséquence:

Soient (E,||—|lg), (F,||—|lz) deuzr espaces vectoriels normés et L € L. (E, F)
une application linéaire continue.

- La constante C1, € R, donnée par

Cp = sup [[L(z)p
el z<1

= sup [|L(z)]p

]| p=1

= min{C >0/ ||[L(2)|z <Clz|z}

vérifie l'inégalité
|L(z)||p <CL|z|lz , x€E.
13
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Proposition:
Sotent (E,||—||z) et (F,|—|lp) deuz espaces vectoriels normés.
- L’application

= = Le(B,F) — Ry
L — L]
donnée par
ILI = sup |[L(z)]p
2l <1

= sup |[L(z)|p

2]l g =1

= min{C >0/ |L(z)|p < Cllzlg}-
est une norme sur L.(E,F) et on a l'inégalité
1L @)p < L] - [lzllg , = € E.

Proposition:
Soient (E,||—|g) et (F,||—|lp) deux espaces vectoriels normés.
- Si Uespace (F,||—| ) est un Banach alors ’espace

(L.(E,F),||—]|) est aussi un Banach.

Proposition:

Sotent (E,||—|g), (F\|=|lg) et (G,|—|lg) trois espaces vectoriels normés.

- Pour toutes applications linéaires u € L. (E,F) et v € L. (F,G); Uapplica-
tion composée

(vou) € L.(E,G)

et on a
[(wou) || < [(W)I - | (w)]
Définitions:
Sotent (E,||—||g) et (F,|—|lp) deuz espaces vectoriels normés.

- Une application linéaire continue u € L. (FE, F') est dite inversible ou encore
un isomorphisme s’il existe v € L. (F, E) telle que

vou = idg et uov = idp

- L’espace des applications linéaires continues et inversibles de E dans F' est
noté Isom (E, F).

- St E = F alors ’espace des endomorphismes continus et inversibles de E est
noté Isom (E).
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